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Εκπαιδευτική Ενότητα 10
η
  

Απόκριση πολυβάθµιου συστήµατος m c k− −  

µέσω Συνάρτησης Μεταφοράς 

 

Γενικά 

Μέχρι στιγµής, γνωρίσαµε τον τρόπο µε τον οποίο είναι δυνατόν να χρησιµοποιήσουµε τον 

Ιδιοανυσµατικό Μετασχηµατισµό προκειµένου να υπολογίσουµε την απόκριση ενός 

πολυβάθµιου δυναµικού συστήµατος m k− , δηλαδή ενός δυναµικού συστήµατος χωρίς 

απόσβεση. Μέχρι στιγµής, έχουµε αµελήσει την απόσβεση διότι:  

• Η µελέτη του δυναµικού συστήµατος m k−  είναι συντηρητικότερη της µελέτης του 

δυναµικού συστήµατος m c k− − . Αυτό σηµαίνει ότι εάν πρέπει να σχεδιάσουµε ένα 

δυναµικό σύστηµα m c k− −  και επιλέξουµε να αγνοήσουµε την απόσβεση, τότε το 

αποτέλεσµα που θα λάβουµε από την σχετική ανάλυση (υπολογισµός απόκρισης του 

συστήµατος) θα είναι δυσµενέστερο από την πραγµατικότητα, άρα θα είµαστε από την 

ασφαλή πλευρά της σχεδίασης (η απόσβεση δρα θετικά στη µείωση των ταλαντώσεων 

των συστηµάτων). 

• Ενώ το µητρώο µάζας M  και το µητρώο δυσκαµψίας K  ενός δυναµικού συστήµατος 

υπολογίζονται µε σχετική ευκολία, δεν ισχύει το ίδιο για το µητρώο απόσβεσης C  του 

συστήµατος. Πιο συγκεκριµένα, το µητρώο µάζας M  ενός συστήµατος (δηλαδή µίας 

κατασκευής) συνδέεται µε την εκτίµηση της κατανοµής της µάζας µέσα στο σύστηµα 

(ενίοτε και της κατανοµής της ροπής αδράνειας) του συστήµατος, δηλαδή συνδέεται µε 

ένα φυσικό µέγεθος, το οποίο καλείται ‘πυκνότητα της ύλης’. Τεχνικά, λοιπόν, το µητρώο 

µάζας είναι εύκολο να υπολογισθεί. Κάτι αντίστοιχο συµβαίνει και µε το µητρώο 

δυσκαµψίας K , το οποίο συνδέεται µε την ελαστικότητα του. Αντιθέτως, ο µηχανισµός 

καταστροφής ενέργειας σε µία κατασκευή, ο οποίος αντιπροσωπεύεται από το µητρώο 

C , είναι αρκετά σύνθετος. Χαρακτηριστικά παραδείγµατα αποτελούν η καταστροφή 

ενέργειας λόγω εσωτερικής τριβής εντός της δοµής του υλικού, η καταστροφή ενέργειας 

λόγω εξωτερικής τριβής µε την ατµόσφαιρα (αεροδυναµική απόσβεση), η καταστροφή 

ενέργειας λόγω τριβής µεταξύ συνεργαζοµένων επιφανειών, κτλ. 

Εάν, λοιπόν, είναι επιθυµητός, ή επιβεβληµένος, ο συνυπολογισµός της απόσβεσης του 

συστήµατος, τότε θα πρέπει µε κάποιον τρόπο να υπολογισθεί το µητρώο απόσβεσης C .  

 

Μητρώο απόσβεσης κατά Rayleigh 

Ένας τρόπος υπολογισµού του µητρώου απόσβεσης C , όχι ο µοναδικός, είναι η προσέγγιση 

κατά Rayleigh, σύµφωνα µε την οποία ισχύει: 

1 2C M Kβ β= +                                                                       (1) 

όπου 1β  και 2β  είναι αριθµητικοί συντελεστές (συντελεστές αναλογίας), οι τιµές των οποίων 

λαµβάνονται από πειραµατικά δεδοµένα (δηλαδή από µέτρηση της απόκρισης πραγµατικών 

κατασκευών). Με άλλα λόγια, το µητρώο απόσβεσης C  προσεγγίζεται ως γραµµικός 
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συνδυασµός των µητρώων µάζας M  και δυσκαµψίας K . Ισοδύναµα, το µητρώο απόσβεσης 

C  θεωρείται ως µία αναλογία µεταξύ των µητρώων µάζας M  και δυσκαµψίας K . Η 

προσέγγιση κατά Rayleigh χαρακτηρίζεται από ένα σηµαντικό πλεονέκτηµα. Ειδικότερα, 

όπως έχουµε ήδη δει (βλ. Εκπαιδευτική Ενότητα 07), εάν έχουν υπολογισθεί τα ιδιοανύσµατα 

, 1, 2,...,i i NΦ =
�

 ενός δυναµικού συστήµατος, τότε τα µητρώα µαζας M  και δυσκαµψίας K  

διαγωνοποιούνται. Τότε, όµως, θα διαγωνοποιείται και το, κατά Rayleigh, µητρώο 

απόσβεσης C , αφού αυτό γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των M  και K  (βλ. Εξ.(1)). 

Σύµφωνα µε την Εκπαιδευτική Ενότητα 08, η απόκριση του δυναµικού συστήµατος είναι 

δυνατόν να γραφεί µε τον ακόλουθο συνοπτικό τρόπο: 

( ) ( )x t q t= Φ
� �

                                                                        (2) 

όπου Φ  είναι ο πίνακας των ιδιοανυσµάτων, δηλαδή [ ]1 2 ... NΦ = Φ Φ Φ
� � � �

, και 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 ...
T

Nq t q t q t q t =  
�

 είναι οι γενικευµένοι Βαθµοί Ελευθερίας. Συνεπώς, στην 

περίπτωση του εξεταζόµενου m c k− −  δυναµικού συστήµατος, η εξίσωση ισορροπίας είναι: 

M x C x K x F+ + + =�� �
�� � �

                                                                (3) 

Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά την Εξ.(3) µε τον πίνακα TΦ  των ιδιοανυσµάτων, 

λαµβάνοντας υπόψη τις ιδιότητες ορθοκανονικότητας των ιδιοανυσµάτων (βλ. Εκπαιδευτική 

Ενότητα 08) αντικαθιστώντας µε την Εξ.(2), και µετά την εκτέλεση πράξεων, προκύπτει (για 

αναλυτικό τρόπο υπολογισµού, βλ. Παράρτηµα Α): 

( ) ( )2 2

1 2

1
, 1,2,...,T

i i i i i ii

ii

q q q F t i N
m

β β ω ω
 

+ + + = Φ = 
 

�� �
� �

                                    (4) 

Για τον προσδιορισµό των συντελεστών 1β  και 2β , όπως θα δούµε σε επόµενη Εκπαιδευτική 

Ενότητα, αξιοποιείται η έννοια της ‘Συνάρτησης Μεταφοράς’, την οποία θα γνωρίσουµε σε 

επόµενη παράγραφο. Εάν, δε, η προσέγγιση κατά Rayleigh δεν αποτελεί αποδεκτό τρόπο 

µοντελοποίησης του µητρώου απόσβεσης C , τότε είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθεί ειδική 

θεωρία της δυναµικής, βάσει της οποίας οι ιδιοσυχνότητες και τα αντίστοιχα ιδιοανύσµατα 

ορίζονται στον µιγαδικό χώρο (θεωρία των µιγαδικών ιδιοανυσµάτων).  

 

Έννοια της Συνάρτησης Μεταφοράς 

Σε προηγούµενες Εκπαιδευτικές Ενότητες, γνωρίσαµε και εφαρµόσαµε δύο τρόπους επίλυσης 

της Εξ.(4): τη Μέθοδο των Προσδιοριστέων Συντελεστών και τη µέθοδο του 

Ιδιοανυσµατικού Μετασχηµατισµού. Μία ακόµα εξαιρετικά χρήσιµη µέθοδος είναι αυτή, η 

οποία στηρίζεται στη χρήση της Συνάρτησης Μεταφοράς. Πιο συγκεκριµένα, έστω η 

διεγείρουσα δύναµη είναι της µορφής: 

( )cosCF F t= Ω
� �

                                                                      (5) 
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όπου CF
�

 είναι το πλάτος της δύναµης και Ω  είναι η συχνότητα του διεγέρτη. Εάν η διέγερση 

της Εξ.(5) (αρµονική διέγερση) αφορά σε µονοβάθµιο δυναµικό σύστηµα, τότε αναµένεται η 

εµφάνιση µίας µεταβατικής απόκρισης (οµογενής λύση της Εξ.(3)) µε συχνότητα την 

ιδιοσυχνότητα του συστήµατος και µίας µόνιµης απόκρισης (µερική λύση της Εξ.(3)) µε 

συχνότητα τη συχνότητα του διεγέρτη. Εάν η διέγερση της Εξ.(5) αφορά σε πολυβάθµιο 

δυναµικό σύστηµα, τότε, κατ’ αντιστοιχία, αναµένεται η εµφάνιση µίας µεταβατικής 

απόκρισης (οµογενής λύση της Εξ.(3)) µε συχνότητες τις ιδιοσυχνότητες του συστήµατος 

και µίας µόνιµης απόκρισης (µερική λύση της Εξ.(3)) µε συχνότητα τη συχνότητα του 

διεγέρτη. Η µεταβατική απόκριση, λόγω απόσβεσης, θα ‘εξαφανισθεί’ µετά από την 

παρέλευση ικανοποιητικού χρονικού διαστήµατος. Τελικά, θα παραµείνει η µόνιµη 

απόκριση, για την οποία θεωρούµε µία έκφραση της µορφής: 

( ) ( ) ( ) ( )cos sinP C Sx t x t X t X t= = Ω + Ω
� �� �

                                          (6) 

όπου CX
�

 είναι τα πλάτη των συνηµιτονικών όρων, SX
�

 είναι τα πλάτη των ηµιτονικών όρων 

και Ω  είναι η συχνότητα του διεγέρτη. Η πρώτη χρονική παράγωγος της Εξ.(6) ισούται µε: 

( ) ( ) ( ) ( )sin cosP C Sx t x t X t X t= = −Ω Ω +Ω Ω� �
� �� �

                                       (7) 

Η δεύτερη χρονική παράγωγος της Εξ.(7) ισούται µε: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2cos sinP C Sx t x t X t X t= = −Ω Ω −Ω Ω�� ��
� �� �

                                     (8) 

Αντικαθιστώντας τις Εξ.(6,7,8) στην Εξ.(3), προκύπτει: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

2 2cos sin sin cos

cos sin cos

C S C S

C S

M X t X t C X t X t

K X t X t F t

−Ω Ω −Ω Ω + −Ω Ω +Ω Ω

+ Ω + Ω = Ω
� � � �

� � �

             (9) 

Οµαδοποιώντας τους ηµιτονικούς και τους συνηµιτονικούς όρους στην Εξ.(9), προκύπτει: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2cos sin 0
C S C C S C S

MX CX KX F t MX CX KX t−Ω +Ω + − Ω + −Ω −Ω + Ω =
� � � � � � �

   (10) 

Η Εξ.(10) πρέπει να ισχύει σε κάθε χρονική στιγµή t  Αυτό σηµαίνει ότι οι σταθεροί 

συντελεστές των χρονικά µεταβαλλοµένων ποσοτήτων της Εξ.(10) πρέπει να είναι µηδενικοί: 

( )
( )

2
2

22

0

00

C S C C
C S C C

S C SS C S

MX CX KX F MX CX KX F

MX CX KXMX CX KX

 −Ω +Ω + − =  −Ω +Ω + = 
⇒ ⇒   

−Ω −Ω + =−Ω −Ω + =    

� � � � � � � � �

� � �� � � �

 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2 00

C S C C C

SC S

M K X CX F M K C X F

XCX M K X C M K

   −Ω + +Ω = −Ω + Ω       ⇒ ⇒ =      −Ω + −Ω + = −Ω −Ω +       

� � � � �

� �� � �

   (11) 

Σύµφωνα µε την Εξ.(11), εάν είναι γνωστά τα µητρώα µάζας M , απόσβεσης C  και 

δυσκαµψίας K , καθώς και η εξωτερική διέγερση 
C

F
�

 και η συχνότητά της Ω , τότε είναι 
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δυνατόν να υπολογισθούν τα πλάτη 
C

X
�

 και 
S

X
�

. Η απόκριση ενός Βαθµού Ελευθερίας του 

συστήµατος, έστω του Βαθµού Ελευθερίας i , βάσει της Εξ.(6), ισούται µε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,cos sin cosi C i S i i i ix t X t X t x t X t ϕ= Ω + Ω ⇔ = Ω +                        (12) 

Τα πλάτη ,C i
X  και ,S i

X  υπολογίζονται από την Εξ.(11). Επειδή η Εξ.(12) περιγράφει την 

απόκριση οποιουδήποτε Βαθµού Ελευθερίας του συστήµατος, έπεται ότι όλοι οι Βαθµοί 

Ελευθερίας έχουν κοινή συχνότητα απόκρισης Ω . Ωστόσο, κάθε Βαθµός Ελευθερίας 

διαθέτει το δικό του πλάτος απόκρισης 
i

X  και τη δική του διαφορά φάσης 
i

ϕ . Εν γένει, τα 

πλάτη 
i

X  είναι διαφορετικά µεταξύ τους και οι διαφορές φάσης 
i

ϕ  είναι διαφορετικές 

µεταξύ τους. Η, δε, διεγείρουσα δύναµη που ασκείται στο Βαθµό Ελευθερίας j  του 

συστήµατος, βάσει της Εξ.(5), ισούται µε: 

( ) ( ), cosj C jF t F t= Ω                                                                 (13) 

∆ιαιρώντας το πλάτος της απόκρισης 
i

X  προς το πλάτος της διεγείρουσας δύναµης ,C j
F  

προκύπτει: 

( )
,

i
ij

C j

X m
H

F N

   Ω =        
                                                              (14) 

Η ποσότητα ( )ijH Ω  καλείται πλάτος της Συνάρτησης Μεταφοράς ( )H Ω , έχει µονάδες 

[ ]m N  και αποτελεί µία πιο γενικευµένη έννοια του Συντελεστή ∆υναµικής Ενίσχυσης (βλ. 

Εκπαιδευτική Ενότητα 03). Πιο συγκεκριµένα, στην Εκπαιδευτική Ενότητα 03 ορίσθηκε ο 

Συντελεστής ∆υναµικής Ενίσχυσης ενός µονοβάθµιου δυναµικού συστήµατος ως ο λόγος της 

απόκρισης προς το Ισοδύναµο Στατικό Πλάτος. Σε εκείνη την περίπτωση, το εξεταζόµενο 

δυναµικό σύστηµα διέθετε µόνο ένα ελατήριο (άρα, µόνο µία σταθερά ελατηρίου). Ωστόσο, 

σε ένα πολυβάθµιο σύστηµα, όπως είναι το εξεταζόµενο, δεν εµπλέκεται µόνον µία σταθερά 

ελατηρίου αλλά ένα ολόκληρο µητρώο K  µε σταθερές ελατηρίου, οπότε δεν είναι δυνατόν 

να ορισθεί ο Συντελεστής ∆υναµικής Ενίσχυσης όπως στην περίπτωση του µονοβάθµιου 

συστήµατος. Αντιθέτως, χρησιµοποιείται ο ορισµός της Εξ.(14), στον οποίο ο παρονοµαστής 

δεν περιέχει το Ισοδύναµο Στατικό Πλάτος αλλά τη δύναµη απόκρισης.  

 

Η σηµασία της ποσότητας ( )ijH Ω  είναι άµεση: πληροφορεί για την απόκριση του i -Βαθµού 

Ελευθερίας του συστήµατος, όταν διεγείρεται ο j -Βαθµός Ελευθερίας του συστήµατος. 

Μαθηµατικά αποδεικνύεται ότι ισχύει: 

( ) ( )ij jiH HΩ = Ω                                                                    (15) 

Σύµφωνα µε την Εξ.(15), το µητρώο ( )H Ω , στοιχεία του οποίου αποτελούν τα πλάτη 

( )ijH Ω , είναι συµµετρικό, δηλαδή ο λόγος της απόκρισης του i -Βαθµού Ελευθερίας του 
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συστήµατος προς το µέτρο της δύναµης που διεγείρει τον j -Βαθµό Ελευθερίας του 

συστήµατος, ισούται µε το λόγο της απόκρισης του j -Βαθµού Ελευθερίας του συστήµατος 

προς το µέτρο της δύναµης που διεγείρει τον i -Βαθµό Ελευθερίας του συστήµατος. 

 

( )ijH Ω  

Ο δείκτης i  αντιστοιχεί στον Βαθµό Ελευθερίας που ασκείται η διέγερση και ο 

δείκτης j  αντιστοιχεί στο Βαθµό Ελευθερίας που µετριέται η απόκριση. 

«διεγείρω τον j -Βαθµό Ελευθερίας και µετρώ στον i -Βαθµό Ελευθερίας» 

 

Από τον ορισµό της Εξ.(14) έπεται ότι το πλάτος της Συνάρτησης Μεταφοράς εξαρτάται από 

τη συχνότητα του διεγέρτη. Σε ένα µονοβάθµιο δυναµικό σύστηµα, το φαινόµενο του 

συντονισµού εµφανίζεται όταν η συχνότητα διέγερσης εξισωθεί µε την ιδιοσυχνότητα του 

συστήµατος (βλ. Εκπαιδευτική Ενότητα 03). Ωστόσο, σε ένα πολυβάθµιο δυναµικό σύστηµα, 

εµφανίζονται πολλές ιδιοσυχνότητες, συνεπώς το φαινόµενο του συντονισµού θα εµφανίζεται 

για περισσότερες από µία τιµές της συχνότητας του διεγέρτη. Αυτό σηµαίνει ότι η γραφική 

παράσταση ( ) ( )ijH fΩ = Ω , εν γένει, θα εµφανίζει περισσότερα του ενός τοπικά µέγιστα, 

όπως φαίνεται και στο Σχήµα 1. 

H11
H12

 

Σχήµα 1: Γραφική παράσταση της συνάρτησης ( ) ( )ijH fΩ = Ω  

 

Σε ένα σύστηµα N  Βαθµών Ελευθερίας, έπεται ότι 1,2,...,i N=  και ότι 1, 2,...,j N= . 

Συνεπώς, συνολικά υπάρχουν 2
N N N× =  διατεταγµένα ζεύγη ( ),i j , άρα συνολικά 

υπάρχουν 2
N  πλάτη συναρτήσεων µεταφοράς ( )ijH Ω  Ωστόσο, όπως προκύπτει από την 

Εξ.(15), το συνολικό πλήθος των διαφορετικών µεταξύ τους πλατών ( )ijH Ω  είναι µικρότερο 

από 2
N  (ακριβέστερα, είναι ( )0.5 1N N× × + ).  

 

Παρατηρήσεις 

• Είναι δυνατόν, σε συγκεκριµένα συστήµατα, να µην φαίνονται όλες οι ιδιοσυχνότητες της 

κατασκευής. 
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• Τα πλάτη ( )ijH Ω  διαφέρουν µεταξύ τους ανάλογα µε το σηµείο διέγερσης και το σηµείο 

στο οποίο υπολογίζεται η απόκριση. Με άλλα λόγια, έχει πολύ µεγάλη σηµασία να 

γνωρίζουµε την κατανοµή του πλάτους της δύναµης της διέγερσης στην κατασκευή 

καθώς και σε ποια σηµεία υπολογίζουµε την κατανοµή του πλάτους απόκρισης. 

• Έστω ότι σε ένα N -βάθµιο δυναµικό σύστηµα και για συχνότητα διέγερσης 

, 1, 2,...,
k

k NωΩ = = , όπου 
k

ω  είναι η k − ιδιοσυχνότητα του συστήµατος, υπολογίζονται 

οι τιµές ( )ijH Ω  και ( )' 'i jH Ω  (δηλαδή υπολογίζεται η τιµή δύο διαφορετικών 

συναρτήσεων µεταφοράς αλλά για την ίδια συχνότητα διέγερσης). Ο λόγος των τιµών 

αυτών εξαρτάται από το αντίστοιχο ιδιοάνυσµα 
k

Φ
�

. 

• Σε πραγµατικές κατασκευές, είναι δυνατός ο υπολογισµός των συναρτήσεων µεταφοράς 

( )ijH Ω  µέσω πειραµατικών µετρήσεων. Έχοντας διαθέσιµη αυτήν την πληροφορία, είναι 

δυνατόν να εκτιµηθούν οι αριθµητικοί συντελεστές 1β  και 2β  της προσέγγισης Rayleigh 

του µητρώου απόσβεσης C  (βλ. Εξ.1). 

 

Εφαρµογή 

Έστω το διβάθµιο δυναµικό σύστηµα m k−  του Σχήµατος 2, στο οποίο αµελείται η 

απόσβεση ( 0C = ). Για το συγκεκριµένο σύστηµα, δίδεται ότι οι µάζες είναι ίσες προς 

1 4m m=  και 2m m= , αντίστοιχα, ενώ οι σταθερές των ελατηρίων ισούνται µε 1 2k k k= = . Η 

διεγείρουσα δύναµη είναι αρµονικής µορφής και ισούται µε ( ) ( )1 1 cosCF t F t= Ω . Ζητείται η 

συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος. 

 

Σχήµα 2: Απόκριση διβάθµιου δυναµικού συστήµατος υπό διέγερση Heaviside  

 

Λύση 

Το µητρώο µάζας M , το µητρώο δυσκαµψίας K  και το µητρώο απόσβεσης C  του 

συστήµατος, µε βάση τα δεδοµένα της εκφώνησης και εφαρµόζοντας, κατά τα γνωστά, την 

Ενεργειακή Αρχή Lagrange, είναι ίσα προς (για αναλυτικό υπολογισµό, βλ. Παράρτηµα Β): 

4 0

0

m
M

m

 
=  

 
          

2k k
K

k k

− 
=  − 

          
0 0

0 0
C

 
=  

 
                                        (16) 
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Από την Εξ.(11), ισχύει: 

( )
( )

2

2 0

C S C

C S

M K X CX F

CX M K X

−Ω + +Ω =

−Ω + −Ω + =
� � �

� � �

                                                     (17) 

Επειδή αµελείται η απόσβεση, ισχύει: 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 20 0

C S C C C

C S S

M K X CX F M K X F

CX M K X M K X

   −Ω + +Ω = −Ω + =   
⇒   

−Ω + −Ω + = −Ω + =      

� � � � �

� � �� �

                        (18) 

Από την Εξ.(18) και για τα πλάτη 
S

X
�

 των ηµιτονικών όρων, προκύπτει: 

2
12

2
2

4 0 2 04 2
0

0 0

S

S

S

Xm k k m k k
X

Xm k k k m k

 −    − Ω + −     
−Ω + = ⇒ =          − − −Ω +         � �

      (19) 

Η Εξ.(19) εκφράζει ένα οµογενές σύστηµα, η ορίζουσα του οποίου ισούται µε: 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2

2 2

2

4 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2

4 2 2 2

4 2
det 4 2

4 4 2 2 4 6 2

4 6

m k k
D m k m k k k

k m k

m km km k k m km k k

m km k

 − Ω + −
= = − Ω + −Ω + − − − = 

− −Ω + 

= Ω − Ω − Ω + − = Ω − Ω + − =

= Ω − Ω +

      (20) 

Θεωρώντας ότι 2λ = Ω , το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της Εξ.(20) ισούται µε: 

( )
�

( ) �
24 2 2 2 2 2 24 6 0 4 6 0m km k m km k

λ

γ
βα

λ λΩ =Ω − Ω + = → + − + =
�����

                       (21) 

Η διακρίνουσα της Εξ.(21) ισούται µε: 

( ) ( )( )22 2 2 2 2 2 2 2 24 6 4 4 36 16 20km m k k m k m k mβ αγ∆ = − = − − = − =                   (22) 

Συνεπώς, οι ρίζες της Εξ.(21) προκύπτουν ίσες προς: 

1,2

6

2

k mβ
λ

α
− ± ∆

= =
20k m±
22 4m( )

6 4 5 6 2 5 3 5

8 8 4

k k k k k k

m m m

± × ± ±
= = =             (23) 

Με βάση την Εξ.(23), έπεται ότι υπάρχουν τιµές της παραµέτρου λ , άρα και τιµές της 

συχνότητας διέγερσης Ω , τέτοιες ώστε να µηδενισθεί η ορίζουσα D . Οι εν λόγω τιµές 

αντιστοιχούν στο τετράγωνο των ιδιοσυχνοτήτων του εξεταζοµένου συστήµατος. Εκτός, 

όµως, αυτών των συγκεκριµένων τιµών (ιδιοτιµών), η ορίζουσα D  είναι διάφορη του 

µηδενός, και τότε το οµογενές σύστηµα της Εξ.(19) έχει ως λύση µόνο την τετριµµένη λύση
1
: 

1

2

0

0

S

S

S

X
X

X

   
= =   

  �
                                                                  (24) 

                                                 
1 Χρησιµοποιώντας ασυµπτωτικά τον κανόνα του de l’Hôpital, η Εξ.(24) ισχύει και για τις ιδιοτιµές της D . 



∆υναµική Μηχανών Ι – Ακαδηµαϊκό έτος: 2010 - 2011 

©Ε.Μ.Π. – Σχολή Μηχανολόγων Μηχανικών - Εργαστήριο ∆υναµικής και Κατασκευών 

- 10.10 - 

Από την Εξ.(18) και για τα πλάτη CX
�

 των συνηµιτονικών όρων, προκύπτει: 

2
1 11 12

2
2 2

4 0 2 4 2

0 0 0

C CC C

C C

X Xm k k F Fm k k

X Xm k k k m k

 −     − Ω + −       
−Ω + = ⇒ =             − − −Ω +            

   (25) 

Η λύση του συστήµατος της Εξ.(25) ισούται µε: 

( ) ( )
2

2

1
22

. 20

1 1 12 4 2
det

2

0

4 2

C

C C Cm k k
D

k m k

F k

m km k
X X F

Dm k k

k m k

ξΕ

  − Ω + −
 =  
  − −Ω +  

−
 −Ω +−Ω +
 = → =
 − Ω + −  

− −Ω +

  (26) 

και 

( )
22 2

2

2

1

. 20

12 4 2
det

2

4 2

0

4 2

C

C C Cm k k
D

k m k

m k F

k k
X X F

Dm k k

k m k

ξΕ

  − Ω + −
 =  
  − −Ω +  

− Ω +

−  = → =  
− Ω + −  

− −Ω +

             (27) 

Για τον πλήρη προσδιορισµό των πλατών CX
�

 απαιτείται η γνώση της συχνότητας διέγερσης 

Ω . Γνωρίζοντας, πλέον, τα πλάτη CX
�

 της απόκρισης του συστήµατος, είναι δυνατόν να 

ορισθούν οι ακόλουθες Συναρτήσεις Μεταφοράς: 

1

1

1 1

2

2

11 11

C

C

C C

m k
F

X D m k
H H

F F D

  −Ω +
     −Ω +  = = ⇒ =            
 

                             (28) 

1

2

1 1

12 21 11

C
C

C C

k
F

X kD
H H H

F F D

  
       = = = ⇒ =           

 

                                      (29) 

∆ιευκρινίζεται ότι η Συνάρτηση Μεταφοράς 22H  δεν ορίζεται διότι η αντίστοιχη συνιστώσα 

της δύναµης διέγερσης είναι µηδενική ( )
2

0
C

F = . Η γραφική παράσταση των Εξ.(28,29) 

παρουσιάζεται στο Σχήµα 3. 



∆υναµική Μηχανών Ι – Ακαδηµαϊκό έτος: 2010 - 2011 

©Ε.Μ.Π. – Σχολή Μηχανολόγων Μηχανικών - Εργαστήριο ∆υναµικής και Κατασκευών 

- 10.11 - 

H11

H12

 

Σχήµα 3: Γραφική παράσταση των Συναρτήσεων Μεταφοράς 11H  και 12H  

 

Από το Σχήµα 3 προκύπτουν ορισµένα πολύ ενδιαφέροντα συµπεράσµατα: 

• Για τις τιµές 1ωΩ =  και 2ωΩ = , όπου 2

1 1ω λ=  και 2

2 2ω λ=  (βλ. Εξ.(23)), οι τιµές των 

Συναρτήσεων Μεταφοράς 11H  και 12H  απειρίζονται (µηδενίζεται ο παρονοµαστής D ). 

• Υπάρχει τιµή της συχνότητας διέγερση, έστω 1Ω , για την οποία η Συνάρτηση Μεταφοράς 

11H  µηδενίζεται (βλ. Εξ.(28)): 

2
21

11 1 10 0
m k k

H m k
D m

 −Ω +
= = ⇒ −Ω + = ⇒ Ω = 
 

                                 (30) 

Με άλλα λόγια, υπάρχει περίπτωση να ασκηθεί δύναµη διέγερσης σε ένα σηµείο της 

κατασκευής (σηµειακή διέγερση) και το σηµείο αυτό να παραµένει ακίνητο, ενώ όλη η 

υπόλοιπη κατασκευή θα ταλαντώνεται. Το φαινόµενο αυτό καλείται αντισυντονισµός. 

Θεωρητικά, το πλάτος της ταλάντωσης στο εν λόγω σηµείο αναµένεται να είναι µηδενικό. 

Ωστόσο, στην πράξη, αυτό το πλάτος της ταλάντωσης δεν θα είναι µηδενικό (θα λάβει 

µία πολύ µικρή τιµή), ενώ ο αντισυντονισµός ενδέχεται να εµφανισθεί σε συχνότητα 

διέγερσης ελαφρώς διαφορετική από την θεωρητικά αναµενόµενη. 

 

Αντισυντονισµός καλείται το φαινόµενο της ακινησίας ενός σηµείου της 

κατασκευής, ενώ σε αυτό ασκείται εξωτερική δύναµη διέγερσης. 

 

Σύνοψη αρµονικής διέγερσης δυναµικού συστήµατος πολλών Βαθµών Ελευθερίας 

• Όπως και στην περίπτωση της αρµονικής διέγερσης µονοβάθµιου δυναµικού συστήµατος, 

έτσι και στην περίπτωση αρµονικής διέγερσης πολυβάθµιου δυναµικού συστήµατος, στη 

µόνιµη κατάσταση, λαµβάνουµε αρµονικές αποκρίσεις, οι οποίες χαρακτηρίζονται από 

την ίδια συχνότητα (ίση µε τη συχνότητα της διεγείρουσας δύναµης) και από, εν γένει, 

διαφορετικά µεταξύ τους πλάτη. 
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• Οι λόγοι των πλατών των αποκρίσεων σε κάθε Βαθµό Ελευθερίας προς τα πλάτη των 

διεγέρσεων σε κάποιους άλλους Βαθµούς Ελευθερίας ονοµάζονται Συναρτήσεις 

Μεταφοράς. Σε ένα δυναµικό σύστηµα µε N  Βαθµούς Ελευθερίας, η Συνάρτηση 

Μεταφοράς είναι και αυτή ένας πίνακας (διάστασης N N× ): 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

N

N

N N NN

H H H

H H H
H

H H H

 
 
 =
 
 
 

                                                         (31) 

Για τον καθορισµό των στοιχείων του πίνακα H  παίζει ρόλο σε ποιο σηµείο ασκείται η 

διέγερση και σε ποιο σηµείο υπολογίζεται η απόκριση. 

• Η Συνάρτηση Μεταφοράς 
ij

H  ενός δυναµικού συστήµατος µε N  Βαθµούς Ελευθερίας 

µεγιστοποιείται όταν η συχνότητα διέγερσης ισούται µε κάποια από τις ιδιοσυχνότητες 

του δυναµικού συστήµατος. Ωστόσο, οι µέγιστες τιµές των 
ij

H  για µία ιδιοσυχνότητα  

της κατασκευής δεν είναι ίσες µεταξύ τους (ο λόγος των εν λόγω µεγίστων τιµών των 
ij

H  

σχετίζεται µε το ιδιοάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοσυχνότητα αυτή). 

• Όταν ασκείται σηµειακή διέγερση σε µία κατασκευή, είναι δυνατόν η απόκριση στο 

σηµείο διέγερσης να είναι µηδενική (αντισυντονισµός).  

 

Γενίκευση θεωρώντας µη-µηδενικό µητρώο απόσβεσης 

Έστω ότι η περιοδική διέγερση 
j

f  του j − Βαθµού Ελευθερίας του συστήµατος ισούται µε: 

( ) ( ) ( )cos sin
j jj C S

f t F t F t= Ω + Ω                                                    (32) 

όπου 
jC

F  είναι το πλάτος του συνηµιτονικού µέρους της διεγείρουσας δύναµης 
j

f  και 
jS

F  

είναι το πλάτος του ηµιτονικού µέρους της εν λόγω διέγερσης. Ως Ω  συµβολίζεται η 

συχνότητα της διεγείρουσας δύναµης. Με µητρωϊκή γραφή, η Εξ.(32) γράφεται ως: 

( ) ( ) ( )cos sin
C S

f t F t F t= Ω + Ω
� ��

                                                     (33) 

Η διεγείρουσα δύναµη 
j

f  είναι δυνατόν να γραφεί πιο συνοπτικά ως εξής: 

( ) ( )cos
j j j

f t F t α= Ω +                                                               (34) 

Στην Εξ.(34) ως 
j

F  συµβολίζεται το µέτρο της δύναµης, το οποίο ισούται µε: 

2 2

j jj C S
F F F= +                                                                     (35) 

Επίσης, στην Εξ.(34) ως 
j

a  συµβολίζεται η διαφορά φάσης της δύναµης και ισούται µε: 



∆υναµική Μηχανών Ι – Ακαδηµαϊκό έτος: 2010 - 2011 

©Ε.Μ.Π. – Σχολή Μηχανολόγων Μηχανικών - Εργαστήριο ∆υναµικής και Κατασκευών 

- 10.13 - 

1tan
j

j

S

j

C

F
a

F

−
 
 = −
 
 

                                                                  (36) 

Εξ αιτίας της περιοδικής διέγερσης 
j

f , η απόκριση του i −Βαθµού Ελευθερίας του 

συστήµατος ισούται µε: 

( ) ( ) ( )cos sin
i ii C Sx t X t X t= Ω + Ω                                                    (37) 

όπου 
iC

X  είναι το πλάτος του συνηµιτονικού µέρους της απόκρισης 
i

x  και 
iS

X  είναι το 

πλάτος του ηµιτονικού µέρους της εν λόγω απόκρισης. Και στην Εξ.(36), ως Ω  συµβολίζεται 

η συχνότητα της διεγείρουσας δύναµης. Με µητρωϊκή γραφή, η Εξ.(37) γράφεται ως: 

( ) ( ) ( )cos sini C Sx t X t X t= Ω + Ω
� ��

                                                   (38) 

Η απόκριση 
i

x  είναι δυνατόν να γραφεί πιο συνοπτικά ως εξής: 

( ) ( )cosi i ix t X t ϕ= Ω +                                                               (39) 

Στην Εξ.(38) ως 
i

X  συµβολίζεται το µέτρο της απόκρισης, το οποίο ισούται µε: 

2 2

i ii C S
X X X= +                                                                     (40) 

Επίσης, στην Εξ.(38) ως 
i

ϕ  συµβολίζεται η διαφορά φάσης της απόκρισης και ισούται µε: 

1tan i

i

S

i

C

X

X
ϕ −

 
= −  

 
                                                                  (41) 

Η Συνάρτηση Μεταφοράς ( )ijH t  ορίζεται ως: 

i
ij

j

X
H

F

 
=   
 

                                                                        (42) 

όπου η απόκριση 
i

X  δίδεται από την Εξ.(40) και η διέγερση 
j

F  δίδεται από την Εξ.(35). 

Εποµένως, για τον υπολογισµό κάθε ποσότητας ( )ijH t  απαιτείται ο υπολογισµός των 

µεγεθών 
i

X  και 
j

F . Προς τούτο, αντικαθιστούµε τις Εξ.(6,7,8,33) στην Εξ.(3): 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

2 2cos sin sin cos

cos sin cos sin

C S C S

C S C S

M X t X t C X t X t

K X t X t F t F t

−Ω Ω −Ω Ω + −Ω Ω +Ω Ω

+ Ω + Ω = Ω + Ω
� � � �

� � � �

             (43) 

Οµαδοποιώντας τους ηµιτονικούς και τους συνηµιτονικούς όρους στην Εξ.(43), προκύπτει: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2cos sin 0
C S C C S C S S

MX CX KX F t MX CX KX F t−Ω +Ω + − Ω + −Ω −Ω + − Ω =
� � � � � � � �

   (44) 
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Η Εξ.(44) πρέπει να ισχύει σε κάθε χρονική στιγµή t  Αυτό σηµαίνει ότι οι σταθεροί 

συντελεστές των χρονικά µεταβαλλοµένων ποσοτήτων της Εξ.(44) πρέπει να είναι µηδενικοί: 

( )
( )

2
2

22

0

0

C S C C
C S C C

S C S SS C S S

MX CX KX F MX CX KX F

MX CX KX FMX CX KX F

 −Ω +Ω + − =  −Ω +Ω + = 
⇒ ⇒   

−Ω −Ω + =−Ω −Ω + − =    

� � � � � � � � �

� � � �� � � � �

 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2

C S C C C

S SC S S

M K X CX F M K C X F

X FCX M K X F C M K

   −Ω + +Ω = −Ω + Ω       ⇒ ⇒ =      −Ω + −Ω + = −Ω −Ω +        

� � � � �

� �� � �

   (45) 

Εάν ένα σύστηµα έχει N  Βαθµούς Ελευθερίας, τότε οι διαστάσεις των πινάκων στην Εξ.(45) 

είναι οι ακόλουθες: 

( ) �

� ( )

�

�

�

�

�

�

�

�
2

1 1

2

1 1

2 1 2 1
2 2

A
X F

C C
N N

N N N N

S S

N NN N
N N

N N
N N

M K C X F

X FC M K

×
× × ×

× ××
×

× ×
×

 −Ω + Ω                =        −Ω −Ω +          

� �

	������
�������

������� � �

� ��������

���������������

                                      (46) 

 

Αριθµητική εφαρµογή 

Έστω το σύστηµα του Σχήµατος 2, το οποίο διαθέτει 2N =  Βαθµούς Ελευθερίας. Το 

µητρώο µάζας M  και το µητρώο δυσκαµψίας K  υπολογίζονται όπως και προηγουµένως (βλ. 

Παράρτηµα Β), άρα ισχύει: 

4 0

0

m
M

m

 
=  

 
          

2k k
K

k k

− 
=  − 

                                                 (47) 

Το µητρώο απόσβεσης C  του συστήµατος, µε βάση τα δεδοµένα της εκφώνησης και 

εφαρµόζοντας, κατά τα γνωστά, την Ενεργειακή Αρχή Lagrange, ισούται µε (για αναλυτικό 

υπολογισµό, βλ. Παράρτηµα Γ): 

2c c
C

c c

− 
=  − 

                                                                      (48) 

Ο συνδυασµός των Εξ.(32,37,46,47,48) δίδει: 

1 1

2 2

1 1

2 2

2

2

4 0 2 2

0

2 4 0 2

0

C C

C C

S S

S S

X Fm k k c c

X Fm k k c c

X Fc c m k k

c c m k k X F

    − −     
−Ω + Ω          − −           =    − −          −Ω −Ω +         − −           

            (49) 
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Εκτελώντας πράξεις στην Εξ.(49), προκύπτει: 

( )
( )

( )
( )

1 1

2 2

1 1

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

24 2

2 4 2

C C

C C

S S

S S

X Fc cm k k

c ck m k X F

X Fc c m k k

X Fc c k m k

       Ω −Ω−Ω + Ω  
        −Ω ΩΩ −Ω +        

= ⇒      − Ω Ω −Ω + Ω             Ω −Ω Ω −Ω +        

 

( )
( )

( )
( )

1 1

2 2

1 1

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

4 2 2

2 4 2

C C

C C

S S

S S

X Fm k k c c

X Fk m k c c

X Fc c m k k

c c k m k X F

    −Ω + Ω Ω −Ω
    

Ω −Ω + −Ω Ω     ⇒ = ⇒    − Ω Ω −Ω + Ω     
Ω −Ω Ω −Ω +          

    (50) 

Επιλύοντας το σύστηµα της Εξ.(50), προκύπτουν τα µεγέθη 
1 2 1 2
, , ,C C S SX X X X : 

( )
( )

( )
( )

1 1

2 2

1 1

2 2

1
2 2

2 2

2 2

2 2

4 2 2

2 4 2

C C

C C

S S

S S

X Fm k k c c

X Fk m k c c

X Fc c m k k

c c k m kX F

−    −Ω + Ω Ω −Ω
    

Ω −Ω + −Ω Ω    =    − Ω Ω −Ω + Ω    
Ω −Ω Ω −Ω +        

       (51) 

Οι Συναρτήσεις Μεταφοράς του συστήµατος προκύπτουν αντικαθιστώντας τις 

υπολογισθείσες τιµές 
1 2 1 2
, , ,C C S SX X X X  και τις γνωστές (δεδοµένες) τιµές 

1 2 1 2
, , ,C C S SF F F F  

στις Εξ.(35,40) και (αντικαθιστώντας) τα αποτελέσµατα αυτών στην Εξ.(42). Με βάση τα 

ανωτέρω και για µάζα 100m kg= , σταθερά ελατηρίου 400k N m= , δύναµη 
1

1CF N=  και 

2 1 2
0C S SF F F= = = , προκύπτουν τα διαγράµµατα του Σχήµατος 4. 

 

0 1 2 3 4 5
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-2
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H11

H12=H21

 0 1 2 3 4 5
10

-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

H11

H12=H21

 

(α) (β) 

Σχήµα 4: Συναρτήσεις Μεταφοράς 11H  και 12H για (α) λόγο απόσβεσης 0.1ζ =  και (β) λόγο 

απόσβεσης 0.4ζ =  

 

Υπενθυµίζεται ότι η σταθερά απόσβεσης υπολογίζεται από την σχέση 2c mζ= Ω . 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α: Απόδειξη της Εξ.(4) 

 

Σύµφωνα µε την Εκπαιδευτική Ενότητα 08, η απόκριση του δυναµικού συστήµατος ισούται 

µε: 

( ) ( )x t q t= Φ
� �

                                                                    (Α.1) 

όπου Φ  είναι ο πίνακας των ιδιοανυσµάτων, δηλαδή [ ]1 2 ... NΦ = Φ Φ Φ
� � � �

, και 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 ...
T

Nq t q t q t q t =  
�

 είναι οι γενικευµένοι Βαθµοί Ελευθερίας. Συνεπώς, στην 

περίπτωση του εξεταζόµενου m c k− −  δυναµικού συστήµατος, η εξίσωση ισορροπίας είναι: 

M x C x K x F+ + + =�� �
�� � �

                                                             (Α.2) 

Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά την Εξ.(Α.2) µε τον πίνακα TΦ  των ιδιοανυσµάτων και 

αντικαθιστώντας µε την Εξ.(Α.1), προκύπτει: 

( )

( ) ( ) ( )

x q tT T T T

T T T T

M x C x K x F M x C x K x F

M q t C q t K q t F

=Φ+ + + = ⇒ Φ +Φ +Φ + = Φ →⇒

⇒ Φ Φ +Φ Φ +Φ Φ = Φ ⇒

�� ��� � �� �
� �� � � � � �

�� �
� � �� � �

 

�

[ ]

�

�

[ ]

11

22

1 2

11

22

1 2

...
......

...
......

T

T

T

T

N

T
NN

q

T

T

N

T
NN

q

q
M

q

q

q
C

q

Φ

Φ

Φ

Φ

 
  Φ  
    Φ    ⇒ Φ Φ Φ         Φ     
 

 
  Φ  
    Φ    + Φ Φ Φ        Φ     
 

��
�

��
�

��
�

���������� � �

��
�

�
�

�
�

���������� � �

�
� �

�

[ ]

� �

11 1

22 2

1 2 ...
...... ...

T T

q

T T

T T

N

T T
NN N

q

q

q
K F

q
Φ

Φ Φ



 
    Φ Φ 
     Φ Φ     + Φ Φ Φ =           Φ Φ        
 

�
�

�

� �

� �
���������� � � �

� �

                                    (Α.3) 

Λαµβάνοντας υπόψη τις ιδιότητες ορθοκανονικότητας των ιδιοανυσµάτων (δηλαδή ότι 

0,T T

i j i j
M K i jΦ Φ = Φ Φ = ≠

� � � �
, T

i i iiM mΦ Φ =
� �

 και T

i i iiK kΦ Φ =
� �

, βλ. Εκπαιδευτική Ενότητα 08) και 

εκτελώντας πράξεις, η Εξ.(Α.3) δίδει: 
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, 1, 2,...,

i i i

Tii ii
i i i i

ii ii ii

g t

k k
q q q F i N

m m m

ω ω

β β

 
       ⇒ + + + = Φ =     
      
 
 

�� �
� �

�����

 

( ) ( )2 2

1 2 , 1, 2,...,i i i i i iq q q g t i Nβ β ω ω⇒ + + + = =�� �                                       (Α.4) 

Η Εξ.(Α.4) περιγράφει τη συµπεριφορά του δυναµικού συστήµατος ως συνόλου 

αποσυζευγµένων µονοβάθµιων δυναµικών συστηµάτων m c k− − , µοναδιαίας γενικευµένης 

µάζας, ισοδύναµης σταθεράς ελατηρίου 2

iω  και γενικευµένης εξωτερικής διέγερσης ( )i
g t . 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β: Υπολογισµός µητρώων µάζας και δυσκαµψίας για µηδενική απόσβεση 

 

Ο υπολογισµός του µητρώου µάζας M  και του µητρώου δυσκαµψίας K  του εξεταζοµένου 

δυναµικού συστήµατος, επιτυγχάνεται εύκολα χρησιµοποιώντας την Ενεργειακή Αρχή 

Lagrange. Ειδικότερα, ισχύει (βλ. Εκπαιδευτική Ενότητα 01 και Εκπαιδευτική Ενότητα 07): 

• Η κινητική ενέργεια T  του συστήµατος, η οποία συσσωρεύεται στις µάζες 1m  και 2m , 

ισούται µε: 

2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2
T m m T m x m xυ υ= + ⇒ = +� �                                        (Β.1) 

• Η δυναµική ενέργεια U  του συστήµατος, η οποία συσσωρεύεται στα ελατήρια σταθεράς 

1k  και 2k , ισούται µε: 

( ) ( ) ( )2 2 22

1 1 2 2 1 1 2 1 2

1 1 1 1

2 2 2 2
U k x k x U k x k x x= ∆ + ∆ ⇒ = + −                          (Β.2) 

• Στο σύστηµα δεν διαχέεται ενέργεια CP , διότι το σύστηµα δεν διαθέτει στοιχεία 

απόσβεσης, άρα ισχύει: 

0CP =                                                                             (Β.3) 

• Η ισχύς tP  του συστήµατος, λόγω άσκησης της εξωτερικής δύναµης 1F , ισούται µε: 

1 1tP F x= �                                                                          (Β.4) 

• Η ενεργειακή µεταβλητή Lagrange L  του συστήµατος, ισούται µε: 

L T U= −                                                                            (Β.5) 

Συνεπώς, από το συνδυασµό των Εξ.(Β.1, Β.2, Β.5), προκύπτει: 

( )22 2 2

1 1 2 2 1 1 2 1 2

1 1 1 1

2 2 2 2
L T U m x m x k x k x x

 = − = + − + − 
 

� �                            (Β.6) 

Η εφαρµογή της Εξ.(Β.6) για την ελεύθερη κινηµατική µεταβλητή 1q x= , δίδει: 

( )22 2 2

1 1 2 2 1 1 2 1 2 1 1

1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2

L L
m x m x k x k x x m x

x x x

 ∂ ∂ ∂ = + − + − ⇒ =  ∂ ∂ ∂  
� � �

� � �
              (Β.7) 

( )1 1 1 1

1

d L d
m x m x

dt x dt

 ∂
= = ∂ 

� ��
�

                                                           (Β.8) 

( ) ( ) ( )22 2 2

1 1 2 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2

1 1

1 1 1 1

2 2 2 2

L
m x m x k x k x x k x k x x k k x k x

x x

    ∂ ∂  − = − + − + − = + − = + −     ∂ ∂      
� �

  (Β.9) 

1

0CP

x

∂
=

∂�
                                                                            (Β.10) 
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1

1

tP
F

x

∂
=

∂�
                                                                            (Β.11) 

Η µαθηµατική έκφραση της Ενεργειακής Αρχής Lagrange είναι (βλ. Εκπαιδευτική 

Ενότητα01, Εκπαιδευτική Ενότητα07): 

C tP PL L

t x x x x

∂ ∂∂ ∂ ∂  − + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ � � �
                                                           (Β.12) 

Εισάγοντας τις Εξ.(Β.8,Β.9,Β.10,Β.11) στην Εξ.(Β.12), προκύπτει: 

( )1 1 1 2 1 2 2 1m x k k x k x F+ + − =��                                                       (Β.13) 

Επαναλαµβάνοντας την ανωτέρω διαδικασία για την ελεύθερη κινηµατική µεταβλητή 2q x= , 

προκύπτει: 

( )22 2 2

1 1 2 2 1 1 2 1 2 2 2

2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

L
m x m x k x k x x m x

x x

 ∂ ∂  = + − + − =  ∂ ∂   
� � �

� �
                  (Β.14) 

( )2 2 2 2

2

d L d
m x m x

dt x dt

 ∂
= = ∂ 

� ��
�

                                                       (Β.15) 

( ) ( )( )22 2 2

1 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2

2 2

1 1 1 1
1

2 2 2 2

L
m x m x k x k x x k x x k x k x

x x

    ∂ ∂  − = − + − + − = − − = − +     ∂ ∂      
� �

   (Β.16) 

2

0CP

x

∂
=

∂�
                                                                            (Β.17) 

2

0tP

x

∂
=

∂�
                                                                            (Β.18) 

Εισάγοντας τις Εξ.(Β.15,Β.16,Β.17,Β.18) στην Εξ.(Β.19), προκύπτει: 

2 2 2 1 2 2 0m x k x k x− + =��                                                            (Β.19) 

Χρησιµοποιώντας µητρωϊκή γραφή, οι Εξ.(13,Β.19) γράφονται και ως εξής: 

( )
[ ] ( )

[ ] [ ]

1 1

1 1 2 2 1

2 21 1 1 2 1 2 2 1

2 2 2 1 2 2 1 1

2 2 2

2 2

0

0
0 0

x x
m k k k F

x xm x k k x k x F

m x k x k x x x
m k k

x x

    
 + + − =      + + − =      

⇒ ⇒   
− + =       + − =        

��

����

�� ��

��

 

� � �

1 1 1 2 2 1 1

2 2 2 2 2

0

0 0

Fx xM K

m x k k k x F

m x k k x

+ −         
⇒ + =        −         

��
�� �

��

��
����� �������

                                           (Β.20) 
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Αντικαθιστώντας µε τα δεδοµένα της εκφώνησης (δηλαδή ότι 1 4m m= , 2m m= , και 

1 2k k k= = ) στην Εξ.(Β.20), τελικά προκύπτει: 

1 1 1

2 2

4 0 2

0 0

x xm k k F

x xm k k

−        
+ =        −        

��

��
                                            (Β.21) 

Με βάση την Εξ.(Β.21), έπεται ότι: 

• Το µητρώο δυσκαµψίας του συστήµατος ισούται µε: 

4 0

0

m
M

m

 
=  

 
                                                                 (Β.22) 

• Το µητρώο µάζας του συστήµατος ισούται µε: 

2k k
K

k k

− 
=  − 

                                                                 (Β.22) 

Από τα δεδοµένα της εκφώνησης (µηδενική απόσβεση), έπεται ότι το µητρώο απόσβεσης 

ισούται µε: 

0 0

0 0
C

 
=  

 
                                                                     (Β.23) 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ: Υπολογισµός του µητρώου C  για µη-µηδενική απόσβεση 

 

Ο υπολογισµός του µητρώου απόσβεσης C  επιτυγχάνεται εύκολα χρησιµοποιώντας την 

Ενεργειακή Αρχή Lagrange και τα αποτελέσµατα από το Παράρτηµα Β. Ειδικότερα, ισχύει 

(βλ. Εκπαιδευτική Ενότητα 01 και Εκπαιδευτική Ενότητα 07): 

• Η κινητική ενέργεια T  του συστήµατος, από την Εξ.(Β.1), ισούται µε: 

2 2

1 1 2 2

1 1

2 2
T m x m x= +� �                                                               (Γ.1) 

• Η δυναµική ενέργεια U  του συστήµατος, από την Εξ.(Β.2), ισούται µε: 

( )22

1 1 2 1 2

1 1

2 2
U k x k x x= + −                                                         (Γ.2) 

• Στο σύστηµα διαχέεται ενέργεια CP  ίση µε: 

( )22

1 1 1 2 1

1 1

2 2
CP c x c x x

   = + −   
   

� � �                                                    (Γ.3) 

• Η ισχύς tP  του συστήµατος, λόγω άσκησης εξωτερικής διέγερσης, ισούται µε: 

1 1tP f x= �                                                                           (Γ.4) 

• Η ενεργειακή µεταβλητή Lagrange L  του συστήµατος, ισούται µε: 

L T U= −                                                                         (Γ.5) 

Συνεπώς, από το συνδυασµό των Εξ.(Γ.1, Γ.2, Γ.5), προκύπτει: 

( )22 2 2

1 1 2 2 1 1 2 1 2

1 1 1 1

2 2 2 2
L T U m x m x k x k x x

 = − = + − + − 
 

� �                            (Γ.6) 

Η εφαρµογή της Εξ.(Γ.6) για την ελεύθερη κινηµατική µεταβλητή 1q x= , δίδει: 

( )22 2 2

1 1 2 2 1 1 2 1 2 1 1

1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2

L L
m x m x k x k x x m x

x x x

 ∂ ∂ ∂ = + − + − ⇒ =  ∂ ∂ ∂  
� � �

� � �
              (Γ.7) 

( )1 1 1 1

1

d L d
m x m x

dt x dt

 ∂
= = ∂ 

� ��
�

                                                           (Γ.8) 

( ) ( ) ( )22 2 2

1 1 2 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2

1 1

1 1 1 1

2 2 2 2

L
m x m x k x k x x k x k x x k k x k x

x x

    ∂ ∂  − = − + − + − = + − = + −     ∂ ∂      
� �

  (Γ.9) 

( ) ( ) ( ) ( )22

1 1 2 2 1 1 1 2 2 1 1 2 1 2 2

1 1

1 1
1

2 2

CP
c x c x x c x c x x c c x c x

x x

∂  ∂    = + − = + − − = + −    ∂ ∂     
� � � � � � � �

� �
    (Γ.10) 

1

1

tP
f

x

∂
=

∂�
                                                                            (Γ.11) 
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Η µαθηµατική έκφραση της Ενεργειακής Αρχής Lagrange είναι (βλ. Εκπαιδευτικές Ενότητες 

01, 07): 

C tP PL L

t x x x x

∂ ∂∂ ∂ ∂  − + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ � � �
                                                           (Γ.12) 

Εισάγοντας τις Εξ.(Γ.8, Γ.9, Γ.10, Γ.11) στην Εξ.(Γ.12), προκύπτει: 

( ) ( )1 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1m x k k x k x c c x c x f+ + − + + − = ⇒�� � �  

( ) ( )1 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1m x c c x c x k k x k x f⇒ + + − + + − =�� � �                                 (Γ.13) 

Επαναλαµβάνοντας την ανωτέρω διαδικασία για την ελεύθερη κινηµατική µεταβλητή 2q x= , 

προκύπτει: 

( )22 2 2

1 1 2 2 1 1 2 1 2 2 2

2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

L
m x m x k x k x x m x

x x

 ∂ ∂  = + − + − =  ∂ ∂   
� � �

� �
                  (Γ.14) 

( )2 2 2 2

2

d L d
m x m x

dt x dt

 ∂
= = ∂ 

� ��
�

                                                       (Γ.15) 

( ) ( )( )22 2 2

1 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2

2 2

1 1 1 1
1

2 2 2 2

L
m x m x k x k x x k x x k x k x

x x

    ∂ ∂  − = − + − + − = − − = − +     ∂ ∂      
� �

   (Γ.16) 

( ) ( )22

1 1 2 2 1 2 2 1

2 2

1 1

2 2

CP
c x c x x c x x

x x

∂  ∂    = + − = −    ∂ ∂     
� � � � �

� �
                              (Γ.17) 

2

0tP

x

∂
=

∂�
                                                                            (Γ.18) 

Εισάγοντας τις Εξ.(Β.15,Β.16,Β.17,Β.18) στην Εξ.(Β.19), προκύπτει: 

( ) ( )2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 1 2 20 0m x k x k x c x x m x c x x k x k x− + + − = ⇒ + − − + =�� � � �� � �           (Γ.19) 

Χρησιµοποιώντας µητρωϊκή γραφή, οι Εξ.(Γ.13, Γ.19) γράφονται και ως εξής: 

( ) ( )
( )

[ ] [ ] ( )

[ ] [ ] [ ]

1 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2 1 2 1 2 2

1 1 1

1 1 2 2 1 2 2 1

2 2 2

1 1 1

2 2 2 2 2

2 2 2

0

0

0 0

m x c c x c x k k x k x f

m x c x x k x k x

x x x
m c c c k k k f

x x x

x x x
m c c k k

x x x

 + + − + + − = 
⇒ 

+ − − + =  

      
 + + − + + − =       

      
⇒ 

      + − + − =     
     

�� � �

�� � �

�� �

�� �

�� �

�� �




⇒


 


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� � � �

1 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

0

0 0

Fx x xM C K

m x c c c x k k k x f

m x c c x k k x

+ − + −             
⇒ + + =            − −             

�� �
�� � �

�� �

�� �
����� ������� �������

              (Γ.20) 

Αντικαθιστώντας µε τα δεδοµένα της εκφώνησης (δηλαδή ότι 1 4m m= , 2m m= , 1 2k k k= =  

και 1 2c c c= = ) στην Εξ.(Γ.20), τελικά προκύπτει: 

1 1 1 1 1

2 2 2 2

0 2 2

0 0

m x x xc c k k f

m x x xc c k k

− −            
+ + =            − −            

�� �

�� �
                         (Γ.21) 

Συνεπώς, το µητρώο απόσβεσης του συστήµατος ισούται µε: 

2c c
C

c c

− 
=  − 

                                                                  (Γ.22) 

 

   

   

 


