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- Τυπολόγιο.1 -  

 

ΣYMΒΟΛΑ 

ω :Φυσική ιδιοσυχνότητα    nω :Ιδιοσυχνότητα αποσβενόµενης ταλάντωσης    Ω :Συχνότητα διεγέρτη 

∆ΥΝΑΜΙΚΟ ΣΥΣΤΗΜΑ m c k− −  ΕΝΟΣ ΒΑΘΜΟΥ ΕΛΕΥΘΕΡΙΑΣ (1 Β.Ε.) 

 

m 

c  
k 

F(t) 
x(t) 

 

( )x t : απόκριση συστήµατος (µετατόπιση) 

( )F t : εξωτερική διέγερση συστήµατος (δύναµη)  

( ) ( )cosoF t F t= Ω : αρµονική διέγερση, πλάτος ταλάντωσης oF  και 

συχνότητα διέγερσης Ω  

( )0 0oF F t= ⇒ = : ελεύθερη ταλάντωση 

Όρος φυσική ιδιοσυχνότητα [ ]rad s  λόγος απόσβεσης ιδιοσυχνότητα [ ]Hz  ιδιοπερίοδος 

Ορισµός ( )k mω =  ( )( )2c mζ ω=  ( )( )f 2ω π=  ( )1T f=  

Περίπτωση 1
η
: ( ) 0F t =  (Ελεύθερη ταλάντωση ή Απόκριση συστήµατος ΧΩΡΙΣ διέγερση) 

Συνθήκη Απόσβεση Απόκριση ( )x t  

1ζ >  υπερκρίσιµη ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

2 1

1 2

1 s t s t s t s t

h o ox t x t x s e s e v e e
s s

   = = − + + −   − 
 

1ζ =  κρίσιµη ( ) ( )( ) t

o o o
x t x v x t e ωω −= + +  

1 0ζ> >  Υποκρίσιµη 

( ) ( ) ( ) ( )cos sint o n o
h o n n

n

v x
x t x t e x t t

ζω ζω
ω ω

ω
−

  +
= = +  

   
, ( )21nω ω ζ= −  

(για 0ζ → : nω ω≈ ), µέτρο απόσβεσης:
( )

( ) ( )2

2
ln

1

x t
Z

x t T

πζ

ζ

 
= =  + − 

 

( )0ζ =  
µηδενική 

(χωρίς 

απόσβεση) 
( ) ( )

2
2 1

2
sin sin tano o

o

o

v x
x t A t x t

v

ω
ω ϕ ω

ω
−

  
= + = + +     

  

Αρχικές συνθήκες:  ox : αρχική µετατόπιση  ov :αρχική ταχύτητα 

 

Περίπτωση 2
η
: ( ) ( )cosoF t F t= Ω  (Απόκριση συστήµατος σε αρµονική διέγερση) 

Περίπτωση 2.Α: 0c =  (Μηδενική απόσβεση) 

( ) ( ) ( )h px t x t x t= + , ( )x t :γενική λύση ( )hx t :οµογενής λύση, ( )px t :µερική λύση, o
o

F
f

m

 =  
 

 

Περίπτωση 2.Α.1: ω ≠ Ω  (διέγερση µε συχνότητα διαφορετική της ιδιοσυχνότητας του συστήµατος) 

( ) ( ) ( )2 2
sin coso o

h o

v f
x t t x tω ω

ω ω
   = + −   −Ω   

 ( ) ( )2 2
coso

p

f
x t t

ω
 = Ω −Ω 

 

Περίπτωση 2.Α.2: ω = Ω  (διέγερση µε συχνότητα ίση µε την ιδιοσυχνότητα του συστήµατος) 

( ) ( ) ( )sin coso
h o

v
x t t x tω ω

ω
 = + 
 

 ( ) ( )sin
2

o
p

f
x t t t

 = Ω Ω 
 

Περίπτωση 2.Β: 0c ≠  (Μη-µηδενική απόσβεση) 

( ) ( )sint

h nx t Ae t
ζω ω ϕ−= +  ( ) ( )cospx t X t ϑ= Ω −  

cos

sin

ox X
A

ϑ
ϕ

 −
=  
 

 ( )
( )

1
cos

tan
cos sin

n o

o o

x X

v x X X

ω ϑ
ϕ

ϑ ζω ϑ
−
 −

=   + − −Ω 

 1

2 2

2
tan

ζω
ϑ

ω
− Ω =  −Ω 

 

( ) ( )

2

2 22 2 2

ST
X

X
ω

ω ζω

 
 

=  
 −Ω + Ω
 

 

Συντελεστής ∆υναµικής 

Ενίσχυσης ( ) ( ) ( ) ( )

2

2 22 22 2 2

1

2 1 2

q

st

X

X
q q

ωω

ω ζω ζ

Ω = 
 

 
   

= = →   
   −Ω + Ω − + 

H  
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Περίπτωση 3
η
: ∆ιέγερση µε επιβολή κινηµατικής συνθήκης στη βάση του συστήµατος 

Κινηµατική διέγερση: ( ) ( )cosx t X tβ β= Ω             Απόκριση συστήµατος: ( ) ( )cosx t X t ϕ= Ω −  

Εξίσωση ισορροπίας: ( ) ( ) ( )0mx c x x k x x mx cx kx cx kx F tβ β β β µ+ − + − = ⇔ + + = + =&& & & && & &  

Για αρµονική κινηµατική διέγερση: 

Συντελεστής Μεταδοτικότητος 

(TRansmissibility factor – TR ) 

( ) ( )
( )

( ) ( )

2

2

2 22

1 2
, 1 2 ,

1 2

qX
TR q q q

X
q qβ

ζ
ζ ζ

ωζ

 
  + Ω    = = + = =              − + 

H
 

ΕΝΕΡΓΕΙΑΚΗ ΑΡΧΗ LAGRANGE: C tP PL L

t x x x x

∂ ∂∂ ∂ ∂  − + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ & & &
, όπου L T U= −  

Όρος Κινητική ενέργεια ∆υναµική ενέργεια ∆ιάχυση ισχύος Προσφερόµενη ισχύς 

Εξίσωση ( ) 21 2T m x= &  ( ) 21 2U k x=  ( ) 21 2CP c x= &  tP F x= &  

Στρεπτική δυσκαµψία άξονα: ( )k GJ Lθ θ= , G :µέτρο διάτµησης, Jθ : πολική ροπή αδρανείας, L : µήκος άξονα 

∆υναµική ενέργεια άξονα σε στρέψη: ( )2

0

1

2

x L

x

U GJ dxθ θ
=

=

  ′=  
  ∫

, θ : γωνία στροφής 

Μαζική ροπή αδρανείας άξονα: I Jθ θρ= , ρ : πυκνότητα υλικού, Jθ : πολική ροπή αδρανείας 

Γραµµική παρεµβολή µεταξύ ( )1 1,x y  και ( )2 2,x y : ( ) ( )1 1 2 2y N x y N x y= + , ( ) 1
1

2 1

1
x x

N x
x x

 −
= − − 

, ( ) 1
2

2 1

x x
N x

x x

 −
=  − 

 

ΑΝΑΛΥΣΗ FOURIER: ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

cos sino n n

n n

f t f t T a a n t b n t
∞ ∞

= =

= + = + Ω + Ω∑ ∑  

( )
0

1
pT

o

p

a f t dt
T

 
=   
 

∫             ( ) ( )
0

2
cos

pT

n

p

a f t n t dt
T

 
= Ω  
 

∫             ( ) ( )
0

2
sin

pT

n

p

b f t n t dt
T

 
= Ω  
 

∫  

ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΠΟΛΛΩΝ ΒΑΘΜΩΝ ΕΛΕΥΘΕΡΙΑΣ 

• Ελεύθερη κίνηση χωρίς απόσβεση ( ) ( ) 0M x t K x t+ =��

� � �
 

• Εξαναγκασµένη κίνηση µε απόσβεση ( ) ( ) ( ) ( )M x t C x t K x t F t+ + =�� �

�� � �
 

• Υπολογισµός ιδιοτιµών ( ) ( )2det det 0M K M Kω λ− + = − + =  

• Υπολογισµός ιδιοανυσµάτων ( ) ( )2 0
i i i i
M K M Kω λ− + Φ = − + Φ =

% % %
 

• Ιδιότητες ορθογωνιότητας ιδιοανυσµάτων 0T T

i j i jK MΦ Φ =Φ Φ =
% % % % %

 

• Γενικευµένη µάζα 
T

ii i i
m M= Φ Φ

% %
,     Γενικευµένη δυσκαµψία 

T

ii i i
k K= Φ Φ

%
 

• Συσχέτιση Γενικευµένης δυσκαµψίας - Γενικευµένης µάζας ( )2

i ii iik mω =  

• Ιδιοανυσµατικός Μετασχηµατισµός ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1

...
N

i i N N

i

x t q t q t q t q t
=

= Φ = Φ = Φ + +Φ∑
% % %% %

,  

Φ :πίνακας ιδιοανυσµάτων, ( )iq t :γενικευµένοι Βαθµοί Ελευθερίας(Β.Ε.) 

• Για κάθε γενικευµένο Β.Ε.: ( ) ( ) ( )2 , 1, 2,...,i i i iq t q t g t i Nω+ = =&& , ( ) ( )T

i i ii
g t F m= Φ

% %
 

• M : µητρώο µάζας, K : µητρώο δυσκαµψίας (έχουν µη-αρνητικές ιδιοτιµές, δηλαδή: 0iλ ≥ ) 

• Συνάρτηση Μεταφοράς 
1

2

2

M K j C
H

j C M K

−
 −Ω + Ω

=  
− Ω −Ω + 

, ( ) ( )ij jiH HΩ = Ω  

ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΙΑ ΦΥΣΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 

Σύστηµα Στοιχείο αδρανείας 
Στοιχείο 

ελαστικότητας 

Στοιχείο 

απόσβεσης 
‘Ροή’ ‘Σθένος’  Ισχύς 

Γραµµικό δυναµικό m  (µάζα) k  c   xυ = &   F  (δύναµη) Fυ  

Στρεφόµενο δυναµικό  I  (ροπή αδρανείας) kϕ  cϕ  ω ϕ= &  M  (ροπή) Mϕ&  
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Ηλεκτρικό L  (αυτεπαγωγή) ( )1 eC   eR  I q= &   U  (τάση) UI  

Υδραυλικό  Iρ   ( )1 Cρ  Rρ  
P

Q U= &  P  (πίεση) Q P  

ω :γωνιακή ταχύτητα, ϕ :περιστροφή, 
e

C :χωρητικότητα πυκνωτή, 
e

R :ηλεκτρική αντίσταση, I :ένταση, q :φορτίο, 

Iρ :αδράνεια ρευστού, Rρ :υδραυλική αντίσταση, Cρ : από συµπιεστότητα ρευστού, Q :παροχή, 
P

U :µεταβολή όγκου ρευστού 

ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΤΕΣ (ΕΝΙΣΧΥΤΕΣ ΚΑΙ ΑΝΑΣΤΡΟΦΕΙΣ) 

 2 1F F= Τ   2 1

1

T
υ υ =  

 
 

G
2f1f

1υ 2υ   2 1F Gυ=    2 1

1
F

G
υ  =  

 
 

Σύστηµα µοχλού 

 

1

2

l

l

 
Τ =  

 
   1

2 1

2

l
F F

l

 
=  
 

    2
2 1

1

l

l
υ υ

 
=  
 

 

Σύστηµα ατέρµονα κοχλία – 

κορώνας 
 

rΤ =    M r F=    
1

r
ω υ =  

 
  

Ζεύγος οδοντωτών τροχών 

 

2

1

r

r

 
Τ =  

 
   2

2 1

1

r
M M

r

 
=  
 

   1
2 1

2

r

r
ω ω

 
=  
 

 

Υδραυλικό έµβολο 

 

AΤ =    F A P=    
1

Q
A

υ  =  
 

  

Ηλεκτρικός µετασχηµατιστής 

 

1

2

N
T

N

 
=  
 

   1
2 1

2

N
U U

N

 
=  
 

 

Ηλεκτροκινητήρας G
UG

i

MG

ω  

GU
G

ω
 =  
 

   GU Gω=    
1

Gi M
G

 =  
 

 

 

ΧΡΗΣΙΜΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ LAPLACE 

• Ιδιότητα γραµµικότητας: ( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }1 1 2 2 1 1 2 2a x t a x t a x t a x t+ = +L � L � L �  

• Πρώτη παράγωγος: { } ox sX x= −&
%% %

L , ∆εύτερη παράγωγος: { } 2

o ox s X sx x= − −&& &
%% % %

L  

 ( )F s  ( )f t  

(1) 
1

s

    
 1: µοναδιαία βηµατική συνάρτηση 

(2) 
1 1

s a s b

          + +
 ( )

1 at bt
e e

b a

− −  −  −
 

(3) 2 2
s

ω

ω

    +
 ( )sin tω  

(4) 2 2

s

s ω

    +
 ( )cos tω  

(5) 
( )2 2

1

s s ω

     +  

 ( )( )2

1
1 cos tω

ω

  −  
 

(6) 2 2

1

2s sζω ω

    + + 
 ( ) 21

sin , 1, 1t

n n

n

e tζω ω ζ ω ω ζ
ω

−
   < = −   

 

(7) 2 2
2

s

s sζω ω

    + + 
 ( ) ( ) ( )2cos sin , 1, 1

n n n

n

e t tζω ζω
ω ω ζ ω ω ζ

ω

−
      − < = −       

 

(8) 
( )

2

2 22s s s

ω

ζω ω

     + +  

 ( ) ( )1
1 sin , 1, cos

t

n

n

e t
ζωω

ω φ ζ φ ζ
ω

− −
  − + < =   

 

(9) 
( )

1

s s ω

     + 
 ( )

1
1 t

e
ω

ω

  −  
 


